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a részvénytartás spektrális kockázata 
hosszú távon
A hosszú távon befektetők (például nyugdíjalapok, céldátum-eszközalapok és fia-
tal befektetők) számára fontos kérdés, hogy mennyire kockázatos hosszú távon 
részvényt tartani. Tanulmányunk a spektrális kockázati mértékeket helyezi közép-
pontba, amelyek a vizsgált kitettségek lehetséges veszteségeit úgy átlagolják, hogy 
a nagyobb veszteségek nagyobb súlyt kapnak. A kitettséget a kockázatmentes 
bankbetét és a részvényárfolyam különbségének választva, a spektrális kockázatra 
tekinthetünk úgy, mint annak a mértékére, hogy a befektető átlagosan mennyire 
fogja azt bánni, hogy kockázatmentes bankbetét helyett részvényekbe fektetett. 
Tanulmányunkban illusztráljuk Bihary és szerzőtársai [2018] eredményeit, ame-
lyek analitikusan megmutatták, hogy a részvénytartás spektrális kockázata kellően 
hosszú távon csökken, sőt negatív lesz. Ugyanakkor numerikusan azt tapasztal-
juk, hogy az elviselhető kockázathoz legalább száz évet kell várnunk.*
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Bevezetés
az időbeli diverzifikáció mögött az a gondolat áll, hogy a részvénytartás kockázata 
az időhorizont növelésével egyre kisebb (Bennyhoff [2009]). a sokat vitatott elkép-
zelésnek különösen nagy a gyakorlati jelentősége a hosszú távon befektetők (például 
nyugdíjalapok, céldátum-eszközalapok és fiatal befektetők) számára, ugyanis ha az 
elgondolás igaznak bizonyul, akkor portfólióik kialakításakor sokkal nagyobb sze-
repet kaphatnak a részvények a kötvényekkel szemben.
* Köszönjük a magyar Közgazdaságtudományi egyesület 2017. évi konferenciáján kapott hozzá-
szólásokat.
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a témakör alapjait az 1990-es évek első felében fektették le (lásd Bennyhoff [2009]), 
és az elmúlt évtizedek során nagy érdeklődés kísérte mind a gyakorlati, mind az elmé-
leti szakemberek részéről. ugyanakkor a kérdést illetően az irodalom igencsak ellent-
mondásos, és mind a mai napig nem született meg a végső következtetés. a vita kez-
deti időszakából Bennyhoff [2009] két fontosabb álláspontot és nézőpontot is kiemel. 
egyfelől Siegel [1998] szerint a legalább 15 évet meghaladó befektetések esetén a rész-
vények a historikus hozamok alapján a kötvények és a kincstárjegyek hozamait is felül-
múló, pozitív reálhozamokat értek el. továbbá azt is hangsúlyozza, hogy kutatásaik 
alapján úgy találták: hosszú távon a részvények kockázata kisebb, mint a kötvényeké 
vagy a kincstárjegyeké. ezzel szemben Samuelson [1994] elvetette azt az állítást, hogy a 
részvények kockázata az időtáv növekedésével csökken, és egzakt tételként hivatkozik 
arra, hogy a befektetési horizont bizonyos feltételek esetén nincs hatással a portfólió 
összetételére. Vegyük észre, hogy Samuelson [1994] tételében már a portfólió összeté-
teléről beszél, míg Siegel [1998] még csak a részvénytartás kockázatáról, amiből nem 
triviális eljutni az optimális portfólió-összetételig. ebben a tanulmányban a részvény-
tartás kockázatára helyezzük a hangsúlyt, de a zárófejezetben felhívjuk a figyelmet a 
portfólió összetételével kapcsolatos néhány fontos tanulmányra.
a pontos módszertan és főként a részvénytartás kockázatának mérésére szolgáló 
eszköz tekintetében különböző megközelítések állnak rendelkezésünkre. a részvé-
nyek évesített realizált szórását (volatilitását) vizsgálva Siegel [1998] azt találta, hogy 
több évtizedre sokkal alacsonyabb értékeket kapunk, mint néhány évre számolva. 
ezzel szemben Pástor–Stambaugh [2012] amellett érvelt, hogy egy befektető szem-
pontjából a részvények hosszabb távon sokkal volatilisebbek. a befektetők ugyanis 
nem ismerik a részvényár alakulásának paramétereit (különösen nem a feltételes 
várható hozamot), azokat zajosan előre jelezve hosszabb távon legalább 1,3-szer 
nagyobb évesített volatilitással szembesülnek. Avramov és szerzőtársai [2017] a 
befektetői vélekedéseket modellezve szintén arra jut, hogy lehetnek olyan befekte-
tők, akik kisebbnek érzékelik a részvényhozamok átlaghoz való visszahúzását, és 
így kockázatosabbnak tartják a részvényeket.
egy másik megközelítésben tekinthetjük annak a valószínűségét is, hogy a t idő-
pontban a részvénybefektetés S(t) értéke kisebb, mint a kockázatmentes bankbetét 
S0e
rt értéke, ahol S0 a kezdeti befektetés mértékét, r pedig a kockázatmentes hoza-
mot jelöli. a valószínűség már egy egyszerű gBm- (geometriai Brown-mozgás) 
modell esetén is csökken a t függvényében, ami alátámasztani látszik azt az elkép-
zelést, hogy a részvénybefektetés kockázata csökken a tartási periódus növelésével. 
ugyanakkor, ahogyan arra már Harlow [1991] is felhívta a figyelmet, ez az elemzés 
nem veszi figyelembe az S(t) és az S0e
rt közötti különbséget, amely persze a t növe-
kedésével egyre nagyobb lehet.
Bodie [1995] a kockázat számszerűsítésére egy olyan európai eladási (put) opció árát 
tekintette, amelynek az alapterméke egy részvény, és egy rögzített t lejáratra az S0e
rt 
kockázatmentes kifizetést garantálja. a put opció díja t-ben növekvőnek bizonyult, 
ami Bodie [1995] gondolatmenete alapján a részvénytartás időben növekvő kockáza-
tát jelenti. ezt az elemzést ugyanakkor több komoly kritika is érte. Wilkie [2001] sze-
rint az előző következtetés kétségkívül helytelen, és egyrészt az előző módszertanból 
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tulajdonképpen az következik, hogy ha a kockázatmentes kifizetést kívánjuk garan-
tálni, akkor mindent a kockázatmentes befektetésbe kell invesztálnunk. másrészt 
pedig úgy találta, hogy a garancia formájától és a kockázat mérésétől függően a rész-
vények kockázata időben nőhet, csökkenhet, vagy nőhet és csökkenhet, illetve for-
dítva. továbbá Ferguson–Dean [1996] rámutatott arra, hogy amennyiben a modell-
ben az opció díjának időbeli emelkedése a részvénybefektetés kockázatának növeke-
dését jelenti a kockázatmentes befektetéshez képest, akkor hasonló érvelés alapján a 
fordított viszony esetében is a kockázat időbeli növekedésével kell szembesülnünk, 
így ellentmondásra jutunk. sőt a befektetési horizont növelésével gyakorlatilag bár-
milyen eszköz kockázata növekszik, bármihez viszonyítunk.
Treussard [2006] az Y(t) = S0e
rt − S(t) kifejezés, vagyis tulajdonképpen a kockázat-
mentes bankbetét helyetti részvénytartás kockázatát vizsgálja gBm-rész vényár folya-
ma tot tekintve. ha Y(t) pozitív (negatív), akkor a részvény gyengén (jól) teljesít a koc-
kázatmentes bankbetéthez képest, így Y(t)-re tekinthetünk úgy, mint a veszteségeket 
megragadó valószínűségi változóra. Treussard [2006] a kockázati mértékek közül a 
kockáztatott értéket (Value-at-Risk) és a feltételes kockáztatott értéket (Conditional 
Tail Expectation – Artzner és szerzőtársai [1999]) vizsgálta. a kockázati mértékekre 
magyarul lásd például Csóka [2003] és Szegö [2004] munkáit. Treussard [2006] azt 
találta, hogy a valós (statisztikai) mértéken mért Y(t) kockázata egy idő után csök-
ken, míg a kockázatsemleges mértéken mért kockázat időben monotonon nő. ezek 
alapján Treussard [2006] arra hivatkozva, hogy a részvénytartás kockázatának időben 
növekednie kell, a kockázatsemleges mérték használatát javasolta.
Treussard [2006] állítását vizsgálta felül Nguyen és szerzőtársai [2012]: a szerzők az 
Y(t) = S0e
rt − S(t) kifejezés Choquet-integrál kockázatát (lásd például Sriboonchita és szer-
zőtársai [2009]) elemezték, valamint két további lévy-folyamatot is szemügyre vettek: 
egy eltolt Poisson-folyamatot (shifted Poisson process) és egy olyan folyamatot, amelynek 
logaritmusa véletlen bolyongás. Következtetésük szerint a kockázatsemleges mértéken 
is csökkenhet a kockázat időben, így nem egyértelmű, hogy a kockázatsemleges vagy a 
valós mértéket kell-e használni a részvénytartás kockázatának mérésekor. Véleményünk 
szerint ezt a kockázatot csak a valós mérték szerint érdemes mérni.
Bihary és szerzőtársai [2018] ezen az úton halad tovább, és a Choquet-integrál 
kockázattal ekvivalens spektrális kockázati mérték (Acerbi [2002]) segítségével 
vizsgálja az Y(t) = S0e
rt − S(t) veszteségi változó kockázatának időbeli alakulását a 
valós mértéken. a spektrális kockázati mértékek a koherens kockázati mértékek-
hez (Artzner és szerzőtársai [1999]) tartoznak, és kifejezhetők a veszteségek súlyo-
zott átlagaként, ahol a nagyobb veszteségekhez nagyobb súlyok tartoznak. ezért 
úgy is tekinthetünk az Y(t) spektrális kockázatára, mint annak a mértékére, hogy 
várhatóan és átlagosan mennyire fogjuk azt bánni, hogy kockázatmentes bankbetét 
helyett részvénybe fektettünk. a spektrális kockázati mértékek kiemelt alosztálya a 
várható veszteség (Expected Shortfall, ES; Acerbi−Tasche [2002], Rockafellar–Uryasev 
[2002]), amely hatékonyan számolható és becsülhető (Acerbi−Tasche [2002]), vala-
mint backtesztelhető is (Acerbi−Székely [2014]), és amely normális eloszlású hoza-
mok esetén egybeesik a feltételes kockáztatott értékkel. emellett a Bázeli Bankfel-
ügyeleti Bizottság 2013-ban a belső tőkemegfelelési modellek esetén az es használata 
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mellett döntött (BIS [2013]), amely szintén nyomatékosítja az es mint gyakorlati 
szempontból is fontos kockázati mérték jelentőségét.
Bihary és szerzőtársai [2018] a lehetséges részvényár-alakulások modellezésére 
a következő modelleket vizsgálja. a szerzők a standard geometrikus Brown-moz-
gás (gBm) mellett az exponenciális lévy-modellt (lásd például Mandelbrot [1963], 
Bertoin [1996] és McCulloch [1996]) is szemügyre veszik (amelynek a gBm egy 
speciális esete), amely sokkal nagyobb rugalmasságot kínál a részvényárak vastag 
szélű viselkedésének modellezésére. szemléltetésképpen elemzik az exponenciális 
lévy-modellek egy speciális típusát is, a Véges momentumú log-stabil (fmls) 
modellt (Carr–Wu [2003]). a kockázat hosszú távú viselkedésénél két jól elkülö-
nülő esetet tekintenek. a részvényár-folyamat paramétereitől (a µ drift és a κ kon-
vexitást kiigazító tag) függően megkülönböztetnek magas (µ > r + κ) és közepes 
(r + κ ≥ µ > r) növekedési ütemeket.
Bihary és szerzőtársai [2018] megvizsgálja, hogy a különböző részvényár-alakulás és 
növekedési ütemek mellett hogyan alakul hosszú távon annak a spektrális kockázata, ha 
kockázatmentes bankbetét helyett részvénybe fektetünk. Vegyük észre, hogy a kockázat 
úgy is értelmezhető, mint szükséges készpénztartalék. ha a kockázat negatív, akkor az 
azt jelenti, hogy akár egy tőkeáttételes részvénypozíció is elfogadható. ahogy látni fog-
juk, időben a kockázat nullából indul, és kezdetben növekszik. a kérdés az, hogy van-e 
olyan időpont, amikor a kockázat csökkenni kezd, és elér valamilyen kívánt szintet, vagy 
akár át is lép a negatív tartományba. tanulmányunkban részletezzük és illusztráljuk 
ezeket a spektrális kockázati mértékekre kapott analitikus és numerikus eredményeket.
spektrális kockázati mértékek
tekintsük az X valószínűségi változót, amely egy portfólió veszteségeloszlását reprezen-
tálja a t időpontban. Így az X pozitív értékei veszteségeknek felelnek meg, míg az X nega-
tív értékei profitoknak. a véletlen veszteségi változók halmazát jelölje X.
a koherens kockázati mértékek (Artzner és szerzőtársai [1999]) axiomatikusan jól 
megalapozottak, az általános egyensúlyelmélet keretébe is beleillenek (Csóka és szerző-
társai [2007]), és még a likviditási kockázatot is megragadják (Acerbi−Scandolo [2008]).
1. definíció • a ρ : X → ℝ kockázati mértéket koherens kockázati mértéknek nevez-
zük, ha eleget tesz a következő feltételeknek:
• monotonitás: Y ≤ X ⇒ ρ(Y) ≤ ρ(X),
• pozitív homogenitás: h > 0 ⇒ ρ(hX) = hρ(X),
• szubadditivitás: ρ(X + Y) ≤ ρ(X) + ρ(Y),
• transzláció-invariancia: a ∈ ℝ ⇒ ρ(X + a) = ρ(X) + e−rta, ahol e−rt a diszkontfak-
tor a t időpontban.
elemzésük során Bihary és szerzőtársai [2018] konstans kockázatmentes r kamatlá-
bat feltételez. az e−rt diszkontfaktort több tanulmányban is kihagyják, a mi szempon-
tunkból viszont különösen fontos, mivel hosszú időtávot vizsgálunk.
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az Expected Shortfall (várható veszteség, ES; Acerbi−Tasche [2002], Rockafellar–
Uryasev [2002]) a bevezetőben említett több tulajdonsága miatt is kiemelkedő kohe-
rens kockázati mérték. egy adott X ∈ X  véletlen veszteségi változó és egy α ∈ [0, 1] 
konfidenciaszint mellett esα(X) az esetek legrosszabb 100(1 − α) százalékában rea-
lizált veszteségek átlaga. egy tipikus választás az α = 99%, és ekkor ES99% az esetek 
legrosszabb 1 százalékában adódó veszteségek átlagának felel meg.
ahhoz, hogy formálisan is definiáljuk az es-t, további jelölésekre van szüksé-
günk. egy adott X ∈ X  véletlen veszteségi változó esetén jelölje FX(x) = P [X ≤ x] a 
hozzá tartozó eloszlásfüggvényt. az X veszteségeloszlásának általánosított inverzét 
az F p x F x pX X
− ( )= ( )≥{ }1 inf  függvénnyel adjuk meg.
2. definíció • egy adott X ∈ X veszteségi változó és α ∈ [0, 1) esetén ESα(X) az X 
várható veszteség (ES) szerinti kockázatát jelöli az α szinten, amelyet a következőkép-
pen definiálunk:
ES X e F p dprt Xα
αα
( )=
−
( )− −∫
1
1
1
1
.
az α = 1 érték esetén ES1 a (diszkontált) maximális veszteségnek felel meg, vagyis
ES1(X) = e
−rt ess. sup{X}.
a spektrális kockázati mértékek (Acer [2002]) szintén koherensek, és ahogyan a 
következő definícióban is szerepel, úgy általánosítják az es-t, hogy a veszteségeknek 
egy növekvő súlyok szerinti súlyozott átlagát veszik.
3. definíció • egy adott X ∈ X veszteségi változó esetén ρφ(X) az X spektrális kocká-
zati mértékét jelöli, amelyet a következőképpen definiálunk: 
ρ φφ
α
X e F p p dprt X( )= ( ) ( )− −∫ 1
1
,
ahol φ ∈ L1([0, 1]), valamint eleget tesz a következő feltételeknek:
• φ pozitív,
• φ monotonon növő,
• φ p dp( ) =∫0
1
1. 
ismét felhívjuk rá a figyelmet, hogy az általános képletek a veszteségekre vonatkoz-
nak, és nem a nyereségekre, továbbá valamennyit kiigazítjuk az e−rt diszkontfaktorral. 
ahogyan az a definíciójából is látszik, az ES egy spektrális kockázati mérték.
a spektrális kockázati mértékek a Choquet-integrálok (Choquet [1954]) egy spe-
ciális eseteként is előállnak. a Choquet-integrál kockázati mértékeket (lásd például 
Sriboonchita és szerzőtársai [2009]) a következőképpen definiáljuk.
4. definíció • egy adott X ∈ X veszteségi változó esetén ρh(X) az X Choquet-integrál 
kockázati mértékét jelöli, amelyet a következőképpen definiálunk: 
ρh
rt
X
rt
XX e h F x dx e h F x dx( )= − ( )  + − ( )  −{ }− −
∞
−∞∫ ∫1 10
0
1 ,
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ahol h az úgynevezett torzítási függvény (Wang [1996]), amely nem csökkenő, és eleget 
tesz a h(0) = 0 és h(1) = 1, valamint a lim0+ h = 0 és lim1− h = 1 feltételeknek.
ahogyan azt Nguyen és szerzőtársai [2012] is írja, a konkáv h torzítási függvényekre 
a következő kapcsolat áll fenn a Choquet-integrál kockázati mértékek és a spektrális 
kockázati mértékek között: ha h′(1 − p) = φ(p), akkor ρh(X) = ρφ(X) minden X ∈ X ese-
tén. a tanulmány hátralévő részében a spektrális kockázati mértékeket és a Choquet-
integrál kockázati mértékeket egymással felcserélhető fogalmakként használjuk, és a 
4. definícióban szereplő képletre hivatkozunk.
Vegyük észre, hogy a fenti definíció révén csupán a nem degenerált torzítási függvé-
nyekkel foglalkozunk, ezzel pedig kizárjuk a maximális veszteséget mint degenerált ese-
tet. azt mondjuk, hogy egy h torzítási függvény nem degenerált, ha létezik olyan p > 0, 
amelyre h′(p) > 0, vagy ekvivalensen, létezik olyan q < 1, amelyre φ(q) > 0.
Bihary és szerzőtársai [2018] tanulmányukban Treussard [2006] és Nguyen és szer-
zőtársai [2012] nyomán az Y(t) = S0e
rt  − S(t) kifejezést tekintik veszteségi változóként, 
és ennek határozzák meg a spektrális kockázatát a 4. definíció segítségével. ha Y(t) 
pozitív (negatív), akkor a részvény gyengén (jól) teljesít a kockázatmentes bankbe-
téthez képest, így Y(t)-re úgy is tekinthetünk, mint ami megmutatja, hogy a t évben 
mennyire bántuk meg, hogy kockázatmentes bankbetét helyett részvénybe fektettünk. 
az Y(t) spektrális kockázata így annak a mértéke, hogy várhatóan és átlagosan meny-
nyire fogjuk azt bánni, hogy kockázatmentes bankbetét helyett részvénybe fektettünk.
Vizsgált modellek
legyen S(t) egy pozitív értékű sztochasztikus folyamat, amely a piacon lévő részvény 
áralakulását reprezentálja. a sztochasztikus folyamatot szokás szerint az (Ω, ℱ, ℙ) 
filtrált valószínűségi mezőn definiáljuk.
a geometriai Brown-mozgás (GBM-) modellben a részvényár alakulása az
S t S e t Wt( )= −( ) +0
22µ σ σ ,      S(0) = S0 (1)
sztochasztikus folyamatot követi, ahol µ > 0 a drift, σ > 0 a volatilitás, és Wt egy 
Wiener- folyamat.
ekkor az S(t) folyamat loghozamára a t időpontban a következő teljesül:
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S t
S
t
t
z
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( )






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

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
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

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
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2 2µ σ
σ

= [ ]Φ z , (2)
ahol Φ[z] a standard normális eloszlás eloszlásfüggvényének értékét jelöli a z pontban.
az exponenciális Lévy-folyamat (lásd például Mandelbrot [1963], Bertoin [1996] és 
McCulloch [1996]), amelynek a gBm egy speciális esete, sokkal rugalmasabb eszközt 
kínál számunkra a vastag szélek modellezésére.
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az exponenciális lévy-modellben a részvényár az
S t S e X tt X( )= − +( )0
µ κ ,      S(0) = S0 (3)
sztochasztikus folyamatot követi, ahol az Xt egy lévy-folyamat, amelyet egyértelműen 
meghatároz a T úgynevezett lévy-triplet, továbbá µ > 0 a drift, és végül
κX
X
t
e t= 1 lnE  (4)
a konvexitást kiigazító tag. a κX egyféle kompenzátor szerepét tölti be abban az érte-
lemben, hogy az e X tt X− +κ  kifejezés martingál. Vegyük észre, hogy a lévy-folyamat idő-
ho mo gén tulajdonságából következően κX nem függ az időtől. a T lévy-triplet által 
megadott lévy-folyamat eloszlásfüggvényét a t időpontban Ft-vel jelöljük.
a Véges Momentumú Log-Stabil (Finite Moment Log Stable, FMLS) modellt 
Carr–Wu [2003] vezette be: a szerzők az s&P500 indexre kiírt opciókat vizsgálva 
azt figyelték meg, hogy az implicit volatilitásgörbék – az úgynevezett moneyness 
(a kötési árfolyam és a határidős ár hányadosának logaritmusa, osztva a lejárati 
idő gyökével) függvényében kirajzolva – nem simulnak ki a lejárati idő növeke-
désével. tehát empirikus eredmények alapján a hozamok kockázatsemleges elosz-
lásának bal oldali széle hosszabb időtávot figyelembe véve is vastag marad, ami 
látszólag ellentmond a centrális határeloszlás-tétel következményeinek. hagyo-
mányosan erre mint egy lassú konvergenciára tekintettek a normális eloszlás felé, 
Carr–Wu [2003] viszont egy másik megközelítést javasolt. a részvényár modelle-
zéséhez az α-stabil eloszláscsalád egy tagját használták fel, ahol az α paraméter 
az eloszlás egészéhez képest szabályozza a szélek vastagságát. az α-stabil mozgás 
önhasonló tulajdonságú, vagyis az eloszlás alakja a skálázástól eltekintve min-
den időhorizonton megegyezik, vagyis az eloszlás széleinek vastagsága invariáns 
az időbeli aggregációra.
az fmls-modellben a részvényár alakulása (Carr–Wu [2003]) az
S t S e t Lt( )= −( ) +0
µ κ σ α ,      s(0) = s0 (5)
sztochasztikus folyamatot követi, ahol µ a drift, κ a konvexitást kiigazító tag, σ a volatilitás 
skálaparamétere, Lt
α pedig α-stabil eloszlású α ∈ (1, 2) alakparaméterrel, β = −1 érték-
kel, t1 α skálaparaméterrel és nulla várható értékkel, vagyis L S tt
α αα∼ , , , .   −( )1 01  Így 
az eloszlás egyetlen szabadon megválasztható paramétere az α.
a β = −1 választás garantálja, hogy a részvényár összes feltételes momentuma 
létezik. az α ∈ (1, 2) feltétel mellett pedig a loghozamok a teljes valós számegyenes 
mentén vehetik fel értékeiket, ugyanakkor a loghozamok varianciája (és valameny-
nyi magasabb rendű momentuma) végtelen. az α értékének csökkentése vastagabb 
széleket eredményez a veszteségekre nézve, az α = 2 paraméterrel pedig visszakap-
nánk a gBm-modellt mint speciális esetet.
a konvexitást kiigazító tag az fmls-modell esetén a következő alakban adott:
κ = −σαsec(πα/2). (6)
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Vegyük észre, hogy κ pozitív az α ∈ (1, 2) voltának és a sec függvénytulajdonsága-
inak köszönhetően. az S(t) folyamat loghozamára pedig
ln ,
S t
S
t Lt
( )






 = −( ) +
0
µ κ σ α  (7)
adódik, így az eloszlása rögzített t esetén S t tα σ µ κα, , , .   − −( )

1
1
az S(α, −1, 1, 0) eloszláshoz kapcsolódó eloszlás- és sűrűségfüggvényeket a z helyen 
rendre Θα(z)-vel és ′ ( )Θα z -vel jelöljük.
analitikus eredmények
Bihary és szerzőtársai [2018] elemzésének középpontjában tehát a ρh[Y(t)] spekt-
rális kockázat hosszú távú viselkedése áll. ahogyan azt a szerzők is szemléltették, 
a kockázati mérték nullában kezdődik, folytonos, és kezdetben növekszik. a kér-
dés pedig az, hogy elkezd-e csökkenni egy pont után, vagy végig növekvő marad. 
tanulmányukban a valós mértéken dolgoztak, és valamennyi eredményüket erre 
fogalmazták meg. ugyanakkor a µ = r helyettesítéssel a kockázatsemleges mérték 
szerinti elemzés is elvégezhető.
a tanulmány szerzői úgy találták, hogy két eltérő növekedési ütem van, ahol a 
kockázat hosszú távú viselkedése különbözik. ha µ > r + κ, akkor magas növekedési 
ütemről beszélünk, míg az r + κ ≥ µ > r esetet közepes növekedési ütemnek nevez-
zük. ha µ ≤ r, akkor a kockázat triviálisan növekvő.
a következőkben a vizsgált modellek bemutatásának sorrendjében végigvesszük és 
értelmezzük Bihary és szerzőtársai [2018] legfontosabb eredményeit.
GBM-modell
Nguyen és szerzőtársai [2012] két exponenciális lévy-folyamatot is megvizsgált, a 
gBm-et és az exponenciális Poisson-folyamatot. a tanulmány szerzői bebizonyítot-
ták, hogy a h′ > c > 0 (vagyis h′ alulról korlátos) elégséges feltétel mindkét növekedési 
ütemnél, hogy a kockázat nagy t-re negatív legyen. a magas növekedési ütem eseté-
ben h′ folytonossága mellett szintén belátták ezt a viselkedést.
Bihary és szerzőtársai [2018] saját elemzési keretében újra megvizsgálta a gBm-
modellt. ehhez a szerzők feltételezték, hogy az S(t) részvényárfolyamat geometriai 
Brown-mozgást követ, és a saját definíciójuknak megfelelően átfogalmazták Nguyen 
és szerzőtársai [2012] spektrális kockázatra felírt képletét, amely így már a diszkon-
tálást is figyelembe veszi:
ρ
pi
µ σ
h
r t z tY t S e h z e dz( )  = − ′ [ ]( )


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
−( )
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∞ − −( )∫0
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. (8)
ezt felhasználva pedig megfogalmazzák első eredményüket.
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1. tétel • Ha µ σ> +r
2
2
, akkor a GBM-részvényármodellben nagy t esetén ρh[Y(t)] 
negatív.
ez tehát azt jelenti, hogy a gBm-modellben a magas növekedési ütem esetén min-
den spektrális kockázati mértékre (az Expected Shortfallt is beleérte) negatív értéket 
kapunk elegendően nagy t esetén.
Tetszőleges exponenciális Lévy-modell
ezt követően Bihary és szerzőtársai [2018] kiterjesztette az elemzést az általános exponen-
ciális lévy-modellekre, ahol az S(t) részvényárfolyamat dinamikája exponenciális lévy-
folyamat. az elemzés első lépése ebben az esetben is a spektrális kockázat felírása volt:
2. tétel • Egy tetszőleges exponenciális Lévy-modellben az Y(t) spektrális kockáza-
tának értéke
ρ µ κh
r t z t
t tY t S e e h F z f z dzX( )  = − ′ ( )  ( ){ }−( ) − ( )−∞
∞
∫0 11 , (9)
ahol Ft a T Lévy-triplet által meghatározott Lévy-folyamat értékének egy adott t idő-
pontbeli eloszlásfüggvénye.
a szerzők pedig ennek a képletnek a felhasználásával ugyanazt a hosszú távú viselke-
dést látták be tetszőleges lévy-modellre, mint amelyet Nguyen és szerzőtársai [2012] 
is bizonyított, de csak a gBm-modell esetén.
3. tétel • Ha h′(·) alulról korlátos egy c > 0 konstanssal, és µ > r, akkor egy tetszőleges 
exponenciális Lévy-modellben nagy t esetén ρh[Y(t)] negatív.
a kulcs tehát a lévy-modelleknél, hogy a h′ függvény alulról korlátos legyen, és ha ez 
teljesül, akkor elég nagy t-re mind a magas, mind a közepes növekedési ütem esetén a 
spektrális kockázat átlép a negatív tartományba. természetesen ebbe a feltételbe nem 
fér bele az Expected Shortfall, csak akkor, ha az összes kimenetel sima átlagát vesszük.
FMLS-modell
Végül a kitüntetett exponenciális lévy-modell, vagyis a Véges momentumú log-
stabil (fmls) modell esetén az S(t) részvényárfolyamat mozgását a szerzők fmls-
folyamatnak tekintették, és a spektrális kockázatra a következő tételt fogalmazták meg.
4. tétel • Az FMLS részvényármodellben az Y(t) spektrális kockázatának értéke
ρ µ σ κ α α
α
h
r t z t tY t S e e h z z dz( )  = − ′ ( )  ′ ( ){ }−( ) −−∞
∞
∫0 1
1
Θ Θ , (10)
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ahol Θα(z) az S(α, −1, 1, 0) eloszlású valószínűségi változó eloszlásfüggvényének értéke 
a z helyen.
ennek segítségével pedig Bihary és szerzőtársai [2018] megvizsgálta a spektrális koc-
kázat hosszú távú viselkedését, és az alábbi eredményeket kapták.
5. tétel • Ha h′(·) alulról korlátos egy C > 0 konstanssal, és µ > r, akkor az FMLS 
részvényármodellben nagy t esetén ρh[Y(t)] negatív.
Vagyis nem meglepő módon itt is bizonyítható az exponenciális lévy-modellnél 
látott 3. tétel megfelelően átírt változata, és ugyanazon feltételek teljesülése mellett 
hasonló hosszú távú viselkedést tapasztalhatunk.
a következő eredmény pedig a gBm-modellnél látott 1. tétellel van összhang-
ban, miszerint a magas növekedési ütemnél minden spektrális kockázati mérték 
negatív lesz elég nagy t-re.
6. tétel • Ha µ > r + κ, akkor az FMLS részvényármodellben nagy t esetén ρh[Y(t)] 
negatív.
numerikus eredmények
Bihary és szerzőtársai [2018] az elméleti eredményeiket gyakorlati példákon is tesztel-
ték. ehhez meghatározták a kockázatmentes bankbetét helyetti részvénybefektetés 90 
százalékos szinten tekintett, Expected Shortfall szerinti kockázatát. habár ez a rela-
tíve alacsony percentilis nem megfelelő egy befektetési bank prudens kockázatkeze-
léséhez, jól tükrözi egy tőkealap kockázattűrő képességét. a számításokat különböző 
tartási periódusokra is elvégezték a szerzők, havi lépésközökkel haladva, egészen száz 
évig. a gBm-modell (α = 2) mellett az fmls-modellt is megvizsgálták különböző α 
paraméterekkel: α = 1,8, 1,85, 1,9, 1,95. a kezdeti befektetés mértékét egységnek vet-
ték. a gBm-modellben a volatilitás értékét σGBM = 0,155-nek választották, amely az 
s&P500 index historikus évesített átlagos volatilitásának felel meg. az fmls-modell 
σα paramétereit pedig úgy határozták meg, hogy az éves hozamok első és harmadik 
kvartilise közötti különbség megegyezzen a gBm esetén adódóval. ez a módszer bizto-
sítja a modellek konzisztenciáját a rövid távú volatilitás tekintetében. a kockázatmentes 
bankbetét hozama r = 0,048, amely az amerikai kincstárjegy historikus évesített átlagos 
rövid távú kamatlábával egyezik meg. a µ paraméter értékét µ = 0,089-nek választot-
ták, amely az s&P500 index historikus, osztalékkal kiigazított, átlagos évesített hoza-
mának felel meg. ezek a paraméterezések egy jól diverzifikált, amerikai részvényport-
fólióba történő, hosszú távú befektetés realisztikus modelljeit eredményezik. a koráb-
ban definiáltak szerint ezek mindegyike a „magas növekedési ütembe” esik. a normális 
és a stabil eloszlások eloszlásfüggvényei mind megtalálhatók a matlaB program-
ban, a szükséges integrálásokat pedig numerikus kvadratúrák segítségével hajtották 
végre, amelyek szintén elérhetők matlaB-ban. az eredményeket az 1. ábra mutatja. 
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1. ábra
a részvénytartásra vonatkozó Expected Shortfall (90 százalékos) kockázati mérték értéke  
a tartási idő függvényében
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Megjegyzés: a kockázati görbék a gBm-modellre és különböző α paraméterek mellett az 
fmls-modellre is megfigyelhetők.
Forrás: Bihary és szerzőtársai [2018].
a kockázati görbék 0-ban kezdődnek, ezután a maximális értékükig növekednek, 
majd elkezdenek csökkenni, és az analitikus eredményekkel összhangban végül átlép-
nek a negatív tartományba. minden tartási periódusra a gBm-modell produkálja a 
legalacsonyabb kockázati szinteket, míg az fmls-görbék, különösen azok, amelyek 
a kisebb α paraméternek felelnek meg, magasabb kockázati értékeket mutatnak. ez a 
jelenség az fmls-eloszlás vastag szélű veszteség oldalának köszönhető. ahogyan azt 
korábban is tárgyaltuk, a kockázati görbéket úgy is értelmezhetjük, mint a különböző 
tartási periódusokra vonatkozó, szükséges készpénztartalék mértéke. Így elméletben, 
a kockázati szintek maximumának elérése után, minél hosszabb a befektető részvény-
tartási időtartama, annál kisebb a szükséges készpénztartalék értéke, sőt megfelelően 
hosszú időperiódust véve, akár tőkeáttételes pozíció is kialakítható.
habár ezek a numerikus eredmények alátámasztják az elméleti következtetéseket, 
amelyeknek megfelelően a kockázati mérték valamennyi vizsgált modell esetén nulla 
lesz valamilyen elegendően nagy tartási periódus mellett, az x tengelyt megfigyelve 
láthatjuk, hogy ez a pont csupán száz év körül vagy akár még később következik be. 
a vizsgált keretek között ez pedig azt jelenti, hogy a csak részvényekből kialakított 
befektetési portfólió kockázata egyedül abban az esetben viselhető el, ha hajlandók 
vagyunk azt több mint egy évszázadon keresztül fenntartani. másfelől, hosszú, de 
realisztikus időperiódust (néhány évtizedet) tekintve, meglehetősen nagy készpénz-
tartalékra van szükségünk a kockázat mérsékléséhez. az 1. ábrának megfelelően 
a szükséges mennyiség akár a kezdeti befektetés felét is meghaladhatja. jóllehet a 
tanulmányban vizsgált kockázati mértékek osztálya nem expliciten útvonalfüggő, az 
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eredmények mégis komoly likviditási problémára világítanak rá. még ha egy befek-
tető hajlandó is több mint száz éven keresztül egy tisztán részvényportfólió tartására, 
és még a kockázat mértékét is elviselhetőnek tartja, a húszéves időpont körül még így 
is túlzottan nagy kockázatot fut.
záró megjegyzések
összefoglalva azt mondhatjuk, hogy Bihary és szerzőtársai [2018] a gBm-részvény-
folyamatra és az fmls-modellre belátták, hogy magas növekedési ütem esetén elég 
magas t-re minden spektrális kockázati mérték (az Expected Shortfallt is beleértve) 
negatív lesz. az exponenciális lévy-modelleket vizsgálva pedig, ha a spektrális koc-
kázati mérték minden lehetséges kimenetelhez szigorúan pozitív súlyt rendel, akkor 
nagy t-értékekre a spektrális kockázat mind a magas, mind a közepes növekedési 
ütem esetén negatív lesz. eredményeik alapján a részvénytartás kockázata hosszú 
távon eltűnik. ugyanakkor realisztikus árfolyammodelleket megvizsgálva nume-
rikusan azt kapják, hogy a kockázat nagyjából 30 évig növekszik, és csak azután 
kezd el csökkenni, a 0-t pedig csupán körülbelül 100 évnél éri el. ennek következ-
tében a végső következtetésük, hogy a részvénytartás minden gyakorlati szempont-
ból releváns időtávon kockázatos.
ahogy már a bevezetőben említettük, a részvénytartás hosszú távú kockázatával 
összefügg, de attól némileg független az optimális portfólió-összetételnek, és azon 
belül a kockázatmentes bankbetét és a részvények arányának a vizsgálata. ez a kuta-
tási irány Merton [1975] cikkével indult, majd a következő jelentős lépésnek az emberi 
tőke szerepét is figyelembe vevő Bodie és szerzőtársai [1992] tekinthető. ehhez kap-
csolódóan Szüle [2011] a nyugdíjrendszerben részt vevő egyének optimális port fólió-
vá lasz tá sa alapján vizsgálja a nyugdíjrendszereket. Fagereng és szerzőtársai [2017] 
egyébként nagy mintás norvég háztartási adatokon azt találta, hogy a norvég háztar-
tások egyre kevesebb részvényt tartottak, ahogy közeledett a nyugdíjazás éve, majd 
nyugdíjazáskor teljesen kivonultak a részvénypiacról. Végül megemlítjük, hogy Ang 
és szerzőtársai [2014] a részvényeken belül továbbvitte a port fó lió vá lasz tási döntés 
vizsgálatát a likvid és nem likvid befektetések közötti választással.
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